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Inversion de Transformadas de Laplace:

e  M¢étodo de la Expansion en Fracciones Parciales

Sea una funcion cualquiera en el dominio de la frecuencia X. Esta funcion puede presentarse como el
cociente de dos polinomios:

s"+bs™ +b,s" 7 +..+b,  Qs)

n n-1 n-2
s"+as" +a,s"? +..+a,  P(s)

X =

En el caso del polinomio del denominador P(s) , se tienen n- raices:
P(s) =s" 4 alsn_l + azsn_2 +otag =1 (s) I (s) ry (s)...rn (s)

Entonces la funcién X puede ser expandida en una serie de fracciones:
C C C
X:g— L, 2, -0
In (S)

P - rl(s) rz(s)

La forma en como se realice esta expansion depende del tipo de polinomio que sea P(s). Se tienen los

siguientes casos:
1. El polinomio P(s) tiene n-raices distintas, reales o complejas.

2. El polinomio P(s) tiene raices repetidas.

A continuacion revisaremos los casos y sus variantes.
e Raices Reales Distintas.

En forma general se tiene:

Q(s) _ C, +C2 4 +Cn

K: - cee -
(s+P)(s+P,))..(s+P)) s+P s+P, s+P,

Tomando la anti transformada:

s+ P
Se tiene:
.E -1 Pt Pt ~Pt
[x]=x'=Ce +C_e +.+4Ce I
1 2 n
Pero, aun falta determinar el valor de los coeficientes C;, C,, ..., C,.

Para esto se realiza lo siguiente:
Para determinar C;, se multiplica la expresion X por el denominador del coeficiente C;.

< op —gs+P ~ +C2'(S+P1)+C3~(S+Pl) Cn'(s+P1)
v 1)_P( -6 (s+P,) (s+r,) (s+p,)

Y se substituye en “s” la raiz correspondiente: s = —P | Con esto se puede despejar C E

Lo anterior se repite para todos los coeficientes.
e Raices Complejas Distintas:

Tomemos un ejemplo de estudio, sea:
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- s+1 s+1
X = =
22545 [S—(lJr\Zi)]-[s—(l/—Zi)]
Raices complejas
Donde i = \/—71 Conjugadas

La expansion en fracciones parciales es:
s+1 Cl C2

o [s—(l+21)]~[s—(l—2i)]:S—(1+2i)+s_(l_2i)

Calculo de coeficientes:

I () i (E)) I +M
-0 2)]_[s—(l+2i)]-[s—(l—2i)]_cl [s—(1-2i)]

Substituyendo la raiz correspondiente s =1+ 2i, entonces:

C142i41 +C2[1+2i'1'2i]_2+2i_c
1+2i-1+2i U [1+2i-1+2i] 4 1

Finalmente: Recuerda:

L. .2
141 1 1+1
C,=— .- =

Poai i o2
1—1 1-1
Cl = = —
2(_ 1) 2 Observa que los valores

de las constantes con
conjugados

De igual manera se encuentra:

S
27
Abhora, si se toma la anti transformada, se tiene:
_ B I C R R I B
N D 2 2
L[x]_x T s—(1+2i) L s—(1-2i)

C
s+P

Aplicando también que: L( j =Ce Pt , se tiene:

1—1 . : 9
oo T 2ife 1T 120k
2 2
Agrupando términos:

t . .
x' = % [(1 - i)e21t +(1+ i)e_zlt]

Para resolver el problema que implica la presencia de los nimeros complejos, se toma la identidad de
Euler:

e* =cosa +1-sena

Entonces: Recuerda:

cos(u) = COS(— u)

sen(— u) = —sen(u)
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el = cos(2t) +i-sen(2t)
e 2 — cos(— 2t)+ i - sen(- 2t) = cos(2t) — i - sen(2t)
Substituyendo:
X' = ezt[(cos(Zt)+ i-sen(2t))(1 - t)+ (cos(2t) - i - sen(2¢))1 - t)]
x' = e’ (cos(2t) + (2t))
Aplicando identidades:

' ¢ Recuerda:
X' =e x/;sen(2t + (P) alcos(b)+ azsen(b) = a3sen(b + (P)

~1( 1 R
¢ = tan (j =45 7 7 gl 2y
1 ay=qla; +a, ;p=tan | —

a

e Raices Repetidas:

Tomando como ejemplo:
1

(s + 1)3 (s + 2)

En éste caso el polinomio P(s) tiene las siguientes raices:

P =P, =Py =-1yP,=-2

X =

La expansion en fracciones parciales para éste ejemplo es la siguiente:
1 C C C C
X = = L, z . 3 4 4

(+1°6+2) (+1)' (1) (s+1)° (+2)

1 1

Observa que en el caso de raices
repetidas cambia la potencia de

cada una de manera creciente.

Para calcular la anti transformada se utiliza la identidad siguiente:

Con lo cual se obtiene:
2 C

£[¥]:x’:cle_t +C2te_t +73t2e_t +C4e_2t

Ahora el problema que resta es determinar el valor de las constantes:
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1. Para el caso de C,, se aplica el procedimiento de raices no repetidas, multiplicando la igualdad
por (s + 2) y substituyendo la raiz s = =2 y despejando C,4. Con esto se obtiene C 4= -1.

2. Para C; se realiza el mismo procedimiento de C, tomando en cuenta que es la raiz repetida con
un polinomio de mayor exponente. Con esto se encuentra que C 3= 1.

3. Parael caso de C, y Cy; el procedimiento convencional no es util, puesto que las ecuaciones que
resultan se indeterminan. Para resolver éste asunto se toma la primera, la segunda, y asi
sucesivamente, derivadas con el propdsito de encontrar ecuaciones independientes. Esto es:

. 3 .y —
e  Multiplicando por (s + l) para encontrar una ecuacion mas simple:

C4(s+1)3

(s+2)

1

(s + 2)

e Derivando con respecto de s:
S(X(s 1) ) -l

Os (s + 2)2

X(s + 1)3 =

:Cl(s+1)2 +C2(s+l)+C3 +

(s+1)*(2s+5)
(s + 2)2

=2C,(s+1)+C, +Cy

e Esta ecuacion ya permite establecer el valor de C,, substituyendo el valor de la raiz
s = —1, se encuentra que C2 =-1

e Ahora para obtener el valor de la constante C, se procede a derivar nuevamente:
sz(x(s+1)3)_ 2
B 3
652 (S + 2)

s2 +5s+7
=20, +2C, (s +1)————

(s + 2)3

e Finalmente aplicando laraizs = —1 y resolviendo: C = 1

Con lo cual se tiene:

x’:e_t(l—t+%t2)—e_2t




